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Blick Gber die Vorlesung heute

m Organisatorisches

— Erfahrungen mit dem U3 SpaB mit I/E-Sequenzen
— Noch mal ZeroOneSort Doch vergleichsbasiert?
— Vorgucker auf das U4 Noch einmal Theorie

m O-Notation
— Grundlagen der O-Notation 0,Q, 06,0 w
— Definition Uber Grenzwerte lim,,_, o, f(n)/g(n)
— Diskussion Uber den Sinn wichtig zum Verstandnis
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Erfahrungen mit dem U3 1/3

m Auszuge aus Ihrem Feedback [halbwegs représentativ]
"Vorlesung sehr hilfreich und gut riibergebracht”
"Vorlesung war deutlich komplexer, aber dennoch verstandlich"
"Die vielen Beispiele zur I/E-Sequenz waren sehr hilfreich"
"Ich fand die Hilfestellungen auf dem Ubungsblatt sehr gut"
"Blatt im Prinzip nicht schwer, aber veranlasst zu prokrastinieren™
"Darstellung 'Was ist ein Beweis' hat sehr geholfen”
"Bei Aufgabe 1 das Gefiihl, zuviel geschwafelt zu haben"
"Ich bin mir nie sicher, wann ein Beweis ausreichend ist"
"Ich empfand das Blatt sehr schwer; mehr freiwillige Aufgaben"

"Weniger Panikmache und mehr Motivation fande ich schon"
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Erfahrungen mit dem U3 2/3

m Feedback zur Absolventenquote von nur 15%
"Informatik ist schwerer als sich die meisten das vorstellen”
"Viele studieren das mit den falschen Vorstellungen"

"Viele benutzen das Informatikstudium zum Zwischenparken™
"Studium zu anstrengend fur das 'klassische Studentenleben™
"Viele unterschatzen Mathe und konnen nicht mehr mithalten"
"Informatik hat keinen Numerus Clausus (finde ich super)"
"Regelmalige disziplinierte Aufarbeitung des Stoffes notig"

"Es gibt keine dummen Menschen, nur faule"

"Hangt damit zusammen, dass in D studieren fast nichts koscht"
"Die Statistik hat gezeigt, dass sich die meisten Gberschatzen"
"Skills + Sinn + Support = Uberleben, fehlt eines dann 200 — 30"
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Erfahrungen mit dem U3 3/3

: . ” l
m Vergleichsbasiertes ZeroOneSort 2 = m
— Was wenn man den Anfang von ZeroOneSort so codiert:
numOnes = 0 4,0)@,42”/3
for x in numbers: T F = L LT &

if x == 1: numOnes +=1

Nach unserer Definition ware das "vergleichsbasiert" (jede
Eingabe bekommt ihre eigene I/E-Sequenz — 2" viele)

Bezeichnung nicht gltcklich in dem Fall, weil nur mit
numOnes weitergerechnet wird (nur n + 1 Moglichkeiten)

— Widerspricht das nicht der unteren Schranke von n log n ?

Es gibt hier nur 2" verschiedene Eingaben, also braucht
man auch nur 2" verschiedene Permutationen und es reichen
deshalb log, 2" = n Verzweigungen (I/E)
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Vorgucker auf das U4

m Nochmal Theorie, das U5 wird dann wieder praktisch

Al Einfache Aufgabe zu Logarithmus und ©-Notation
Hier sollen Sie die "zu FuB" Definition benutzen

A2 Weiterfuhrende Aufgabe zu O, Q, ©, 0, W
Hier kdnnen Sie die Definition Uber den Grenzwert benutzen

A3 Ein abstrakterer mathematischer Beweis
Wenn man es verstanden hat, ist der Beweis nicht schwer

A4 Laufzeitbestimmung von einem gegebenen Programm
Nette Aufgabe mit etwas Knobelcharakter

Nutzen Sie die Gelegenheit zum Uben, es hilft Ihnen bei den
weiteren Vorlesungen und sowas kommt immer in der Klausur
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O-Notation — Grundlagen 1/12

m Erinnerung

— Wir haben jetzt mehrfach die Laufzeit T(n) in Abhangigkeit
von der EingabegroBe abgeschatzt

— Zum Beispiel hatten wir, flr n = irgendeine Konstante n :
Laufzeit von MinSort liegt in [C' - n2, C + n?]
Laufzeit von MergeSort liegt in [C' - n - logn, C- n - log n]
Laufzeit von ZeroOneSort liegt in [C' - n, C - n]
Laufzeit von vergleichsbasiertem Sortieren ist > C - n - log n

— Die Werte der Konstanten waren uns dabei egal und auch
wenn diese Schranken erst ab einem bestimmten n gelten

Es war aber ziemlich anstrengend, diese Konstanten (aus
anderen Konstanten) auszurechnen und mitzuschleppen
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O-Notation — Grundlagen 2/12

m Motivation

— In Zukunft wollen wir es uns einfacher machen konnen und
formal korrekt so etwas schreiben wie:

Die Laufzeit von MinSort ist ©(n2)

Die Laufzeit von MergeSort ist @(n - log n)

Die Laufzeit von ZeroOneSort ist @(n)
Vergleichsbasiertes Sortieren hat Laufzeit Q(n - log n)

— Wichtig flr das Verstandnis: was darf man in dieser Notation
weglassen (z.B. die Konstanten) und was nicht und warum?

Das sollte am Ende der Vorlesung heute klar geworden sein
und werden wir in den folgenden Vorlesungen oft anwenden
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O-Notation — Grundlagen 3/12

m Welcher Algorithmus ist besser?
— Algorithmus A braucht C; - n - log n Operationen
— Algorithmus B braucht C, - nZ Operationen
— Die genaue Antwort: kommt drauf an (auf C;, C, und n)
Wir schauen uns ein Schaubild an, fur C; = 10und C, = 1

Fur egal welche C; und G, gilt: ab einem bestimmten
genugend groBen n ist A auf jeden Fall besser als B

— Mathematisch betrachtet, interessiert uns das Verhalten fur
n — oo ... das nennt man asymptotische Laufzeitanalyse

— In der Praxis sind die Konstanten aber trotzdem r&,
wir kommen auf Folien 28 und 29 darauf zurtck
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O-Notation — Grundlagen 4/12

m Vorbetrachtung
— Wir betrachten Funktionenf: N - R
N = die naturlichen Zahlen ... typisch: Eingabegrole
R = die reellen Zahlen ... typisch: Laufzeit

Uns reicht, wenn f(n) > 0 fir n = ng ... darunter darf f negativ
sein, und das kommt bei Abschatzungen auch manchmal raus

— Beispiele
flnN)=3-n+3
f(n) =2-n - (log, n - 5) m=27232 = §0) = O
f(n) = n?/ 10

f(n)=n?+3-n-log,n-4-n
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O-Notation — Grundlagen 5/12

m GroB-0, Definition
— Seien g und f zwei Funktionen N — R O(s) =0 C(@
— Intuitiv: Man sagt g ist GroB-O von f ...
wenn g "hochstens so stark wachst wie" f
— Informal: Manschreibt g = O(f) ... 22 aoos g€ O(F)
wenn ab irgendeinem Wert n, fur all n = n,
g(n) < C - f(n) fur irgendeine Konstante C

— Formal: fiur eine Funktion f : N — R ist ...
Of)={g:N—-R|3dC>03dn;eNVn=ny g(n)<C-f(n)}

dabei heiBt 3 = "es existiert ..." und V = "fur alle ..."
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O-Notation — Grundlagen 6/12

m GroB-0O, Beispiel
—Seig(n)=5-n+7 und f(n) =n
— Dannist g = O(f) bzw. man schreibt 5-n + 7 = O(n)
— Intuitiv: 5 - n + 7 wachst hochstens "linear”

— Beweis unter Verwendung der Definition von O :

2Frn
Do 4 S mr + £ A2 L
\SCM) \8,\;@/\/\24_ 50/\)
ﬁ\%\'x—/mo=i‘c=’(2
“Lsrris 2 S*M*%AS-M+Mi6‘,"(_‘,.

g &AM /\AO_—'?_) =6
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O-Notation — Grundlagen 7/12

m Es zahlt "Wachstumsrate”, nicht absolute Werte
— FUr zwei Funktionen kann ohne Probleme gelten
g = O(f) g wachst nicht starker als f
g>f g ist Uberall echt groBer als f
— Zum Beispiel g und f von der Folie vorher
9 () =S v
\8 (r~) = ™ _ -
q= ©(8) ... ~rde womdenge ol
ADEE ol

SCM):§M+ %7/\/\:\8(“"}
e N
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O-Notation — Grundlagen 8/12

m GroB3-Omega, Definition + Beispiel
— Intuitiv: Man sagt g ist Gro3-Omega von f ...
... wenn g "mindestens so stark wachst wie" f
Also wie GroB-0O, nur mit "mindestens" statt "hdchstens”

— Formal: Fir eine Funktionf : N = R ist

Qf)={g:N—-R|3JIC>03dngeNVn=ny g(n)2C-f(n) }

— Zum Beispiel 5-n + 7 = Q(n) oy Mmdendiadh )
— Beweis unter Verwendung der Definition von Q :
SCN\B;SM‘FQ—Z‘i'ﬂ/\— &,/_/\v:\/
- - CM)
2 Mo 4 3
kﬁ:\V\N/\/\/\&\ ;j_
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O-Notation — Grundlagen 9/12

m GroB-Theta, Definition + Beispiel
— Intuitiv: Man sagt g ist Theta von f ...
... wenn g "genauso so stark wachst wie" f
— Formal: Fr eine Funktion f : N — R ist
O(f) = O(f) n Q(f) = die Schnittmenge von O(f) und Q(f)
Wachst "hochstens so stark™ und "mindestens so stark”
— Zum Beispiel 5:-n+ 7 = 0(n)
— Beweis unter Verwendung der Definition von O :
Tl A2 ?B:Q)C&) — 36@@3/\5)-@5
T ol A4 9 —ﬁ@) = Q@ -
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O-Notation — Grundlagen 10/12

m Es gibt auch noch o (Klein-O) und w (Klein-Omega)
— Die braucht man in der Informatik seltener

— Hier die Definitionen flr f : N — W%& o

off) = {g: VC>0/§n0eN Vi 2 n g(n) < C- f(gl

RANA- /')D:

SO
w(f)={g:VvVC>0 ElnoeN Vn=n, g(h) =2C-f(n) }

— Intuitiv bedeutet
g = o(f) : g wachst strikt langsamer als f
g = w(f) : g wachst strikt schneller als f

Insbesondere ist die Schnittmenge leer: o(f) N w(f) = @
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O-Notation — Grundlagen 11/12

m Intuitive Zusammenfassung

— Die Operatoren O, Q, ©, 0, w sind auf Funktionen,
was die Operatoren <, >, =, <, > auf Zahlen sind:

O entspricht <
Q entspricht >
© entspricht =
0 entspricht <
O entspricht >

— Es macht Ubrigens keinen Sinn/so etwa zu sagen wie:
die Laufzeit ist mindestens O(n - log n) =

Stattdessen: die Laufzeit ist Q(n - log n) =
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O-Notation — Grundlagen 12/12

m Weitere Eigenschaften

— Viele Eigenschaften von <, =,

=, <, > gelten auch
sinngemal genauso furO, Q, 0, 0

— Zum Belsplel Tran5|t|V|tat
= = < Z

o(%) Ag= O(h) = f = o(h)
— Zum Beispiel: Additivitat

>y 2 Y A X, R Y, = X hX, s Y Sl I

fy =0(g) Afy, =0(gy) = fi+f, =0(g; +9)

Gute Zusatzaufgabe flr die, die Lust auf mehr 2y
haben oder spater zur Klausurvorbereitung @
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Bestimmung Uber Grenzwerte 1/8

m Grenzwertbegriff

— Die Definitionen von O , Q, O, ... erinnern sehr
stark an den Grenzwertbegriff aus der Analysis

— Definition: Eine unendliche Folge f;, f5, f3, ... hat einen
Grenzwert L, wenn fur alle € > 0 ein ny € N existiert so dass
fr alle n = ny gilt dass [f, —L| <€

— In Symbolen schreibt man dann lim_, f, =L

— Eine Funktion f : N — R kann man genauso gut als Folge
f(1), f(2), f(3), ... auffassen und schreibt lim__,, f(n) =L
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Bestimmung Uber Grenzwerte 2/8

m Beispiel fur einen Beweis von einem Grenzwert
(sollten Sie eigentlich in Mathe 1 schon mal gesehen haben)

TR ._’/f_ I ) . .
~ Es gllt IImn—’OO 1/n =0 . o =0 o Aai Dy rens
g = 4 Mo = < '-‘VAMZMO \/’:-’G)ém

A0 O —
\/—\(\—\5
= AP 2 Az émf/’o/o - M

’ — /l . Av[ N __/14 <
N‘o"[z ' M Z Me AN :
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Bestimmung Uber Grenzwerte 3/8

m Satz

— Seien f, g : N = R und der Grenzwert lim_, ,, f(n)/g(n)
existiert (evtl. ist er o) ... dann gelten:

(1) f=0(g) & lim,. f(n)/g(n) < o0
(2) f=Q(g) & lim,. f(n)/g(n) >0
(3) f=0(g) < lim, ., f(n)/g(n) >0und < oo
(4) f=o0(g) & lim,_,, f(n)/g(n) =0
(5) f=w(g) & lim,_g f(n)/g(n) = o
— Wir beweisen auf der nachsten Folie Aussage (1)

Die Beweise flr die anderen Aussagen sind sehr ahnlich und
ebenfalls sehr gute Ubungsaufgaben fiir die Klausur
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Bestimmung Uber Grenzwerte 4/8

= Beweis von: f=0(g) < lim__.. f(n)/g(n) < oo
=

i

- 326(5\ = 3C>O TmgelN Hanzmg 3“356\3(@

/:DJS.\/GMO
. SC>© :_:SM e I\ S 2 Mg ‘g_(!w/)

3% = i g

t

=

oS
Z:: QN“;EC)/(M)‘C &@WCQ/P\
zﬁ’;ﬂ s=4 = FmeN Yoz Mg 30"‘/0“) C+A
@%vw
> F N Fzm, ) 2 (c+d)-gCm)
_ g-0G) o

Doy V- O
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Bestimmung Uber Grenzwerte 5/8

m Was darf man ohne Beweis annehmen?

— Gute Frage, aber da gibt es keine klare Regel
Im Zweifelsfall lieber mehr beweisen als weniger

— Sie mussen lim_,,, f(n) = oo nicht beweisen, wenn f ein
Polynom, ein Logarithmus oder eine Exponentialfunktion ist

- 3 _ : n_
z.B. lim 5, N° = oo oderlim,_ 4 3" =
— Durch Kombination ergeben sich viele weitere Grenzwerte
z.B. lim 4 n%-logn = oo oderlim 2 "=0

— Schwierigere Falle lassen sich oft mit der Regel von
L'Hopital auf einfachere Grenzwerte zuriickflihren

Siehe nachste Folie
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Bestimmung Uber Grenzwerte 6/8

WA UND |
m Regel von L'Hopital Larme Q0 = Zunm 5C) =0
M= P DD
: N : . |
— Seien f, g : N — R wie gehabt EEQSCM> _ %3@3 -5
— Es existieren die ersten Ableitungen f' und g', sowie der ’
Grenzwert lim,_, o, f'(n)/g'(n) Banpaad Yo aamn
— Dann gilt: i @c‘%v_“\ggﬁum
oo =D 2 -

lim_ o f(n)/g(n) = lim__. f(n)/g'(n) $0) )™

~ Pingel-Alert: < _ij*f*f’frf i

Es ist nicht korrekt, lim,_ o f(n)/g(n) = lim,_ 4 f'(n)/g'(n)
hinzuschreiben und dann erst zu schauen, ob der Grenzwert
auf der rechten Seite Uberhaupt existiert

Wenn der Grenzwert auf der rechten Seite nicht existiert,
stimmt auch die Gleichheit nicht

Folie 24/31
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Bestimmung Uber Grenzwerte 7/8

m Beispiel: Grenzwert mit L'HoOpital

Qanan O AN = D

. . M =D
— Wasist lim,_, o, (InNn)/n ? o —eD
/\néob
Q0= fmne = () =L 2 _2
o5 ‘

3(/“\:"" %j("’\>=j—
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Bestimmung Uber Grenzwerte 8/8

m Hand-Waving
— Technik 1 (Anfanger)
... viele Worte ...

man schreibt hin,
was rauskommen soll

— Technik 2 (Profis)
"sieht man doch"

"trivial"

<einschuchterndes Argument>

—So oder soin aller - "T TUNK vou SHouw ec MoRe
} EXPLIUT HefE N STEP TWO,W
Regel falsch =~
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Diskussion 1/4

m Terme niedriger Ordnung
— Theorem: Seien fy, ..., f und g : N = R, dann gilt
1. f1+...+f,=0(g) & fi=0(g)furallei=1, ..,k
2. f1+..+f=0(g) & fj=0(g)flrallei=1, .., kund
f; = ©(g) flr mindestens ein i
Noch eine gute Ubungsaufgabe flir die Klausur

— Damit kdnnen wir in Zukunft komplexe Ausdrtcke leicht

vereinfachen, zum Beispiel:
e@CM) €O éOle) 2
n2+ 7n -5 = O(n%) und auch = O(n?)
Q@C/v\ Qog m) €O(m: Q-Oa"”)
Iog n+12n=0(n-logn) undauch =0O(n - log n)
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Diskussion 2/4

m Vorsicht bei asymptotischer Analyse

— Die O-Notation schaut sich das Verhalten der Funktionen
an, wenn n — oo geht (es interessieren nur die n = ng)

— Asymptotische Analyse sagt deswegen nichts uber das
Verhalten bei "kleinen" EingabegroBen (n < ng) aus

— Flr n < 2 oder n < 10 ist das egal, da wird schon nichts
Schlimmes passieren

— Aber das ng ist nicht immer so klein ... siehe nachste Folie
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Diskussion 3/4

m Ein Beispiel, bei dem das n, nicht ganz so klein ist
— Algorithmus A hat Laufzeit f(n) =80 - n
— Algorithmus B hat Laufzeit g(n) =2 - n - log, n
— Dann ist f = O(g) und sogar f = 0(q)

Insbesondere fur alle n = irgendein n, : f(n) < g(n)

Das heif3t, A ist asymptotlsgh schneller als B ’
B 2%~ 400 %0 N 12 Dot - MW’
Allerdings g|It flr ng = 10 =1Tera: ¢ SR REN TS
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Diskussion 4/4

m Mehrere Variablen

— Es kommt ofter mal vor, dass die Laufzeit (oder eine andere
GroBe) von mehr als einer Variablen abhangt

— Zum Beispiel von der EingabegrdBe n und der Anzahl
m der verschiedenen Elemente in der Eingabe

— Dann wirden wir gerne so etwas schreiben wie
O(n + m - log m)

— Wir konnen unsere Definitionen leicht auf Funktionen
N2 — R verallgemeinern, zum Beispiel fiir GroB-O:

Of)={g:N2 >R |3IngeN IC>0 Vn, m=n,
g(nl m)SCf(n, m)}
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Literatur / Links

m O-Notation / Q2-Notation / ©-Notation

— In Mehlhorn/Sanders:
2.1 Asymptotic Notation
— In Wikipedia

http://en.wikipedia.org/wiki/Big O notation

http://de.wikipedia.org/wiki/Landau-Symbole
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